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NEDERLANDSTALIGE G A m N V  ATTING 
Het onderzwksproj~ecc dat gdeid heefi tot dit prwhchrift ,  maakt deel utr 
van het VF-ondenzaeksprogramma "Arbeidsmarkt en Arbeidsorgnnisarres". I-let 
doel van het project is na te gaan wat de gevolgen z?jn van bieterogeniieit 
van arbeid en kapntaal binnen een onderneming voor de oprirnale 
investerings- en dividendpoholidek van deze orrderneniing in een veranderende 
omgeving (groei, conjunctuurcyc2i e .d . ) .  De analyse vindt plaars "met 
behulp van een dynamisch 'optimal control'-nioelel, een veelbelovend 
instrument dat bimineni de bedrijfseconomische theorie steeds meer nirindnclit 
krijgtt' 
Om precies te zijn: er worden wiskundige rntrdellen ontwukkeld die de activa 
en de passiva beschrijven van een onderneming die geconfronteerd wordt met 
technologische vooruitgang (leidend tot heterogeniteit van kapitaal) en een 
fluctuerende vraag (een conjunctuurcyclus). Vervolgens wordt 'ogrirnal 
control' theorie [i.c. biet Maximum Princ~pe) gebruikt om her 
ondernemingsbeleid op te sporeru dat, gezien de gekozen doelstelling van de 
ondernemrng. optimaal is. De modellen zijn deterministisch. De keuze oai~ te 
werken met deterministische optimalisering i s  vooral ingegeven door 
enerzijds de wens om relatief veel aspecten in 6th moclel op te nemen en 
anderzijds de eis om tot snalyrrsche, economisch interprereerbare, 
oplossingen te komen 
De ontwikkelde modellen geven slechts een ruwe schets van het bedrijf. "Toch 
zijn de wiskundige problemen die het vinden van de optimale oplossrny met 
zich mee brengt groot. Dit geeft het dilemma weer dal inherent is aan het 
beschrijven van ondernernlngsgedrag met behulp van 'optimal 
control'-modellen. Enerzijds dreigt bet gevaar dat men zich met economil;ch 
oninteressante problemen bezig houdt (omdat de modellen zo rudimentsir zijn 
en dus VCP ví~n de werkelykheid afstaan), anderzijds zijn modellen clte de  
werkelijkheid clichner benaderen vaak orioplosbriar Een b~jkori~etidl gcvttfir is 
dar men zich, doordat de optimaliserangsw~skunde zrt pcci~n~pl~ceerd is ,  
vooral bezighoudt met technische, wiskundige protulenren, die vanuit de 
economische wetenschap bezien oninle~esslint zijn Dat neemt niet weg d:at 
' ~ n d e r z o e k s ~ r o ~ r a ~ n i m a  Arbeidsmarkt en Pirbeidsi~rganisat !es, 
V$ere~schapscommissie EdEW, 25 aprili 11985, blz. 15. 
het de doelsteillag van dit proefscfrrufr 1s ann economisch interassaaie 
problemen te behandelen op w e  wwlskundig adequate. maruier. 
Hoofdutuk 1 gaat dieper in op het zojuist genoemde dilemma. De 
problieemstellSng is tweeledig: I )  wat as Bet nut van theare~ische 
optim&aerlt~gsmde1Pen, zoals besproken in hoofclctuk 2, binnen eenr 
empifische wekiascbrap als de economie In het algemeen en binnen de 
bedrijfs;wonomie in her bijzonder; 2) welke elsen srelr het adequaat 
gebruik van. wiskunde in dit smrt modellen. 
Wat betreft het eerste deel van deze probleemsteliling luidt de conclusie 
dn% dergelijke modellen geuen Ininrneni worden als 'zuivere theorre'. 
'Zuivere theorie' wordt doar Klant 'beschreven als een theor~e die gebaseerd 
ia op aannames van empirische aard, maar alleen formele relaties 
beschrijft. Klant beschouwt "zuivere theorle' als een gereedschapskist voor 
economen: het levert instrumenten die gebruikt kunnen wtrrden b ~ j  het 
beetuderen van concrete economische problemen. Her probleem Is echter dat 
het moeilijk is. "vast te stellen in  haeverre louter formele theorneen ooit 
bij de opstelling van theorieen met empirische inhoud sullen kunnen worden 
aangewendv2. Dit wordt, in hoofdstuk 3, gedlustreerd aan de hand van (het 
(nog?) ontbreken van) 'management science' toepassingen van 'optimah 
control'-mdellem, 
Met betrekking tot het tweede deel van de probleemstelling worden een 
drietal richtlijnen afgeleid ten aanzien van het gebruik van de wiskunde. 
Deze richtlijnen zljn: a) geef dle achtergrond van de aannames van her model 
weer (met name of ze economisch of wiskundig gemotiveerd zijn); b) probeer 
zoveel mogelijk een economische nnterpretatle te geven van de gebruikte 
wiskundige technnek: c) bestudeer nhet alleen de stationaire e~ndaoesrand 
van het model (de 'stcady state'), maar DO% de optimale weg daar naar toe, 
mat behulp van de: door Van Loon orataikkelde 'koppelingspracedurF' IN de 
resterende hmfdsruikYEen van dit proefschrift is getracht daze richtlij~nen 
In praktijk te brengen. 
Hsofdsruk 4 behandelt het m d e l  dnt de basis wormt voor de inodellen in de 
volgende; hnofdsicukJuen. De omgeving van de onderneming is stationar: de 
parameters van het model zijn niet van de t ~ j d  afhankelijk. De doelstelling 
'J.J. Klant, Spelregels voor economen, Lelden, 1979, blz. 262. 
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van de onderneming is het maximaliseren !(:*n de gedisconteerde strcmna 
dxvidenden. De loestaindsvairiabelen, &e alle relevante informatie ~ 1 %  het 
verleden bevatten. zijn de omvang van de kapitnalgoedereiiivoorra~U en de 
hoeveelheid eigen vermogen. De besturi~ligsvasisbelen, dat wil zemen de 
instrumenten die de onderneming tot brar beschikking heeft om het gestelde 
doel na te streven, zijn de omvang van de investeringen. en de omvang van 
het div~dend. 'Wit de optimale oplossing wordt een beslissingsregal 
gedestilleerd die, gegeven de waarden van de toestandswariabelen. de 
optimale waarden van de besturingsvariabelen oplevert. Rlchtbjn a) speelt 
een belangrijke rol in dit hosifdstuk. 
In hoofdstuk 5 wordt de onderneming geconfronteerd met een 
conjunctuurcyclus. De omgeving is dus niet langer starionair: de prijs ~r 
eenheid produki (die exogeen is) stijgt t~jdens expansieperiodes en daalt 
gedurende een recessie. Bovendien wordt aangenomen dat de onderneming niet 
kan desinvesteren. Dit impliceert een zekere traagheid mcn betrekking tot 
het veranderen van de omvang van, de kapitaalgoederenvoorraiid. Het niet 
stacltinair zijn van de omgeving bemmilykt de toepassing vtiii de 
'koppelingspracedure' en daarinee de toepassing van richtlijn c). Desondanks 
blijkt het mogelijk te zijn om de optimale politiek voor de onderneming af 
te leiden, ook al is de beslissingssegel uit hoofdstuk 4 niet langer van 
toepassing. De conclusies zijn dat de onderneming bij een gematigde 
recessie al voor het begin van die recessie stopt met investeringen en pas 
enige tijd na afloop van de recessie de investeringen hervat. R i j  een zware 
recessie zali de onderneming bovendien gedurende enige tij~d haar gewensle 
verhouding vreemd-eigen vermogen verlaten, tcneinde bet hoofd te bieden aan 
liquididteitsproblemen. Indien deze liquiditeitspcoblemem groot zijn, wordt 
de periode waarin de omderneming niet investeert langer. De wiskuntlige 
condities die de lengte en de positie van die periode bepalen, worden 
economisch geïnterpreteerd. de contante wii:irde ven de toekanistige marginale 
opbrengsten minus kusten van een ~nvestering ~ujn  negatief gedurende de 
periode waarin de onderneming niet invesreerz. 
In hoofdstuk 6 wurdt richtlijn b) un praktijk gctrrucht De ~cigehcieri 
'geadjungeerde variabelen"(costate variables), die in het Maxirnum Principe 
een grote rol spelen, kunnen in het algemeen geinterpretecrd wcrrdicni als de 
schaduwprijaen van de toestandsvariabelien. Echter, un nicidellen met zuivere 
tmstandlrbep~Engen (zoalis de modellen in dit  prmfsclhr~fr), kunnen de= 
geadjungeerde variabelen dlsconitinu zijn. Met behulp van een in appendix 3 
afgeleide scbaduwp+~jsinterpretatie van de multipliers van de zuivere 
teostand~beprkimgen wordt in hwoofdstmk 6 een economische verklaring 
gegeven voor het optreden van dergelijke 'sprongen* in de waarden van de 
geadjongeerde variabelen. 
Bovendien wordt een interpretatie gegeven van de waardeai. die die 
geadjungeerde variabelen aannemen, d m r  de onmiddellijke bijdrage aan de 
dmlstelling van een extra eenheid van een toestand te vergelijken met de 
magelijkc toekomstige bijdragen. Een onmiddellijke bijdrage onstaat wanneer 
zo'n extra eenheid meteen ongedaan gemaakt wordt. bijvoorbeeld wanneer een 
extra eenheid eigen vermogen wordt uitgekeerd als dividend; toekomstige 
bijdragen ontstaan wanneer de extra eenheid pnodukrief wordt aangewend 
binnen de onderneming (bijv. een extra eenheid eigen vermogen wordt 
ingebouden en gebruikt om te investeren of schuld af te lossen). De waarde 
van de onmiddellijke bijdrage is vaak eenvaudig te bepalen, de waarde van 
toekomstige bijdragen wordt gemeten door de geadjungeerde variabelis (de 
schaduwprijs). 
In hoofdstuk 7 komt een andere vorm wan niet-stationarlteit van de orngevmg 
aan bod: iai dit hirofdstuk wordt aangenomen dat er sprake is van (voor de 
onderneming exogene) belichaamde arbeidsbesparende technoliogische 
vooruitgang. Dat wil zeggen dat de arbeidsproductiviteit hoger is naarmale 
de kapitaalgoederen waarmee gewerkt wordt nieuwer zijn. Als gevolg hiervan 
is kapitaal heterogeen. Dit wordt in her nrodel vormgegeven dcwrr middel van 
een jaargangenmadell: de kapitaalgoederenvoorraad bestaat uit jaargangen, 
waarbij de arbeidsproduktiviteit per jaargang verschilt. Er is gekozen voor 
een zogeheten klay-clay' productietechnologie, hetgeen wil zeggen dat er 
zowel vuor als na installatie van de kapitaalgoederen geen 
substitutiemogeIijMieden tussen arbeid en kapitaal zijn. De redenen voor 
deze keuze z i ~ n  dat in veel jaargangenniodellen (0.3. van het Centraal Plan 
Bureau) dezelfde keuze wordt gemaakt en omdat het vanuit w~skundig oogpunt 
hel eenvoudigst is. Een belangrijk prableem in de opiimaliseringswiskde 
i s  namelijk de 'cwrse of dlmensionality': het aantal (toestands-)variabelen. 
mag niet te groot zijn, omdat anders het oplossen van het 
optimaliseringsprobPeem te gecompliceerd wordt. Dit is een van de 
voorbeeldem woar er  zowel economische als wiskundige motieven, zijn voor her 
hanteren van een bepaalde aanname. Levens ilius~reest dia het eerder 
geschetste dilemma. 
In bmfdstuk 7 wordt voor een jaargangenmodel de zogeheten hsrfPrapcunditre. 
en de 'steady state' oplosslmxg gepresenteerd. iaaancue wordt in nppndlx 4 
een variant van het Maximum Principe afgeleid. aangezien het standaard 
M m h u m  Principe geen raad wect met de jaargangenstntctu~r~ De 
'aifkapconditie' bepaakt de economische levensduur van een jaargang 
kapitaalglederen. Anders dan In de voorgaande hmfdstukken kan de 
onderneming nu desinvesteren door hes afstoten van oude j,aargangeni. Als 
gevolg van de technologische vmrultgasag (nieuwe machines zlJn beter diio 
oude) kan het optimaal zijn om oude Jaargangen te vemangen door nieuwe. Er 
wordt een algemene afkapcanditie afgeleid in termen van schiiduwprijzen. 
Deze adkapconditie luldit: een machine wordt gebruikt zolang de naarginale 
bijdrage aan de d<helstellingsEuzuctie van, het produceren n e t  die machine 
positief is. Enige ui t  de I~teratuiur bekende afkapconditles zijn speciale 
gevallen van deze akapconditie. Cruciaal bij de interpretatie van de 
afkapcomditie is (weer) de interpretatie van schaduwprijzen. die de inhoud 
vastlegt van het begrip 'marginale bijdrage aan de doelstcYlingsEunctie'. 
Die marginale bijdrage wordt beinvlwd door het 31 dan niet bzndend zgn 
van restricties op de kapitraalgoederenvrnaad. In her algemene model van 
dit boc~fdstuk kunnen er bindende financienngsrestrlctias z ~ j n ,  zadat de 
afkapconditie niet los gezien kaai worden van de financiering van de 
onderneming. 
Verder wordt in hoofdstuk 7 niet alleen aangetwrnd d i t ,  onder 'bepaalde 
:kannames vaoh de exogenen, een unieke 'steady state' oplossing bestaat, 
maar cwk dat de optimale oplossing convergeert naar die 'steady state", die 
gekarakteriseerd wordt door een constante Ievemsduur van kapitaalgoederen 
en een constante marginale opbrengst van kapitaal. 
In hoofdstuk 8 wordt richtlijn c) in praktijk gebracht met betrekking rot 
de madelilen van hoofdstuk 7 .  Vmr een vereenvoudigde versic van het model 
In hmfdstuk 7 blijkt het mogelijlk een soort beslissingsregel te gewen die 
de optimale politiek vastlegt. Deze beslissingsregel verschiìr wan dc 
beslissingsregel roi hoofdstuk 4, aamgezien er nu gcen 'toestand' voorhanden 
is in de gebruikelijke betekenis van het woord. Voor het algeinene inode1 van 
hoofdstuk 7 kan alleen een karakterisering van de oprirnale politiek in 
termen van schaduwprijzen worden gegeven. Vanuit wislkundig oogpunt 1% deze 
karakterisering niets anders dan een herformulering van de noodzakelijks 
voorwaarden voor optimalite~t. Dankzij de besch~kbare 
schaduwprijsinterpretaties kan deze karakterisering wel economisch 
geïnterpreteerd warden. In hoofdstuk & wordt tevens pen poging gedaan de 
nideElan uit de hmfds;tukken 5 en 7 te inteyeren. Dar leidt tot een model 
waarin zowel technologische vooruitgang als een conjunctuwrcyclus 
voorkamem. la vergelijking tot hmfdsbuk S wordt de onderneming nu minder 
ene1 gdwongen tot het stopzetten van de investeringen, dankzij de 
mcugelijkheid om oude jaargangen buiten gebruik te $telilen Wanneer de 
onderneming wel tijdelijk stopt met investeren,  blijk^, onder bepaalde 
aannames, de cyclische beweging wan d e  marginale opbrengst van, kapitaal 
(bekend uit haofdistuk 5) gepaard te gaan met een cyclische beweging van de 
feven~duur van kapitaalgoederen. 
